Démonstration :  Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz (préciser les cas d’égalité).

— Enoncer I'identité du parallélogramme.
Enoncer une identité de polarisation.

— Dans un espace préhilbertien E, définir la distance d(x,F) d'un vecteur x € E a un sous-espace F de
dimension finie de E.
Préciser la formule donnant cette distance en fonction de | x| et || pg(x) .
Si E est euclidien et dim(F) < dim(F), quelle autre méthode intéressante peut-on appliquer pour
calculer d(x,F)?

Cours:

Exercice 996 1. La famille ((—1;1;1); (1;—1;1);(1;1; —1)) est-elle une base orthonormée de l’espace vectoriel euclidien
R? muni de son produit scalaire canonique ? Si non, lorthonormaliser a Uaide du procédé de Gram-Schmidt.

2. Donner la décomposition de (1;1;1) dans la base ainsi obtenue

Exercice 998 Munissons R* du produit scalaire usuel.
Soient uy = (2:1;0;2), uy = (—4;1;0: —1), ug = (1:3; —4;: —1), uy = (9:9:5;-9).

1. Montrer que (uy;uq;ug;uy) est une base de RY.
2. Orthonormaliser la base (uy;uy; usiuy) selon le procédé de Gram-Schmidt.
3. Soit P le plan de R* engendré par u,,u, et soit s la symétrie orthogonale par rapport a P. Quelle est la matrice de s

dans la base canonique de R* ?

Exercice 1002 M,(R) est muni du produit scalaire canonique : (A; B) = Tr(ATB). Calculer Uorthogonal de l’ensemble des
matrices diagonales.

Exercice 1016 On considére Uapplication :
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1. Montrer que (R, [X];(.;.)) est un espace euclidien.
2. Vn € N, calculer | X™|.
Exercice 1018 Soit (R3[X], (.|.)) Uespace euclidien muni du produit scalaire (P|Q) = Zi:o a,b, ot P(X) = Z‘Z:O a, X* et

QX) =¥, _ b X"
Soit G = {P € R3] X]|P(1) =0, P(—1) = 0}.
Soit f Uendomorphisme de Rs3[X| définie comme étant la projection orthogonale sur G.

1. Déterminer une base orthonormé de G'.
2. Déterminer Ker(f) et Im(f), ainsi que la matrice de f dans la base (1; X; X?; X3).

3. Diagonaliser f.
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Exercice 997 Montrer que ¥n € N*, n? < (z \/Z) < w



