Démonstration : « Montrer que si f et g sont deux endomorphismes d’'un espace vectoriel E tels que fog = go f, alors
Im(g) est stable par f.

¢ On considere une base 2 = (e}, €2, e3) d'un espace vectoriel E, et un endomorphisme f € Z(E) tel

Cours:
1 0 2
que Matz(f)=]10 -1 0
1 0 -1

A partir de cette seule matrice, déterminer deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F et G de E
tels que dim(F) =1 et tels que F et G soient stables par f (justifier la réponse).

« Donner une condition nécessaire et suffisante en termes de noyau pour qu’'un scalaire A soit une
valeur propre de f.
Dans le cas ou E est de dimension finie :

« Donner une condition nécessaire et suffisante en termes de déterminant pour qu’'un scalaire A soit
une valeur propre de f.

Exercice 787 Soient A € M 4(R). Soit f U'endomorphisme associé da la matrice A :

5 3 -1
0 -1 1
0 2 1
0 0 0

3

2
A=
2
1
Répondre auz questions ci-dessous sans calculer le polynéme caractéristique.

1. Uniquement en examinant la matrice A, trouver un sous-espace stable de f. En déduire une valeur propre et un vecteur
propre de f.

2. Est-ce que 2 est une valeur propre de A ? Si oui, déterminer une base du sous-espace propre associé.

3. Est-ce que 1 est une valeur propre de A ? Si oui, déterminer une base du sous-espace propre associé.

1 10
Exercice 788 Soit l’endomorphisme f de R® canoniquement associé a la matrice M = ( -1 2 1 )
1 01

1. La droite Vect((1;1;1)) est-elle stable par f ¢

2. Le plan P d’équation y+ z = 0 est-il stable par f ¢

Exercice 789 Soit a > 2 et f l’endomorphisme de R® défini par f(x;y;2) = (—y;z +ay + z;0 +y + 2).

1. Est-ce que la valeur —1 est une valeur propre de f ? Si oui, déterminer une base du sous-espace propre associé. Méme
question pour 1.

2. Est-ce que le vecteur u = (1;—a; —1) est un vecteur propre de f ¢ Si oui, déterminer la valeur propre associée. Méme
question pour v = (a;1;—a+1).

3. Déterminer M, la matrice associée a f dans la base canonique de R®.

4. Uniquement en examinant la matrice M, trouver un sous-espace stable de f. En déduire une valeur propre et un vecteur

propre de f.
a 0 - 0 n—-1
0 a oo :
Exercice 745 Soita € R, n € N\{0;1} et A = : oo 0 2 |. Calculer A, en fonction de A,,_,. Démontrer
0 0 1
n—1 2 1 a

— -1 )
we A =a" 2(1127 " )
que A, >

Exercice 759 Soit I’endomorphisme f de M,(K) défini par f(M) =2M + MT.
1. VM € M,(K), calculer det(f(M)). Peut-on en déduire det(f) ? Si non, calculer det(f).

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

J Uiz e
1 2 3 - n
n 1 2 n—1

Exercice 742 Soit n € N\{0,1}.Calculer A=|n—1 n 1 - n—2
2 3 4 . 1

Indication : on pourra commencer par remplacer la premiere colonne ' du déterminant par la somme C| +...4C, de toutes
les colonnes du déterminants.



